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Einleitung. 


Gauß hat den fundamentalen Satz aufgestellt, dab 
eine Gleichung zwischen zwei komplexen Variabeln 
tz =0, wenn z=xtivund f=fi-+ip ist, 
stets eine konforme, d.h. in den kleinsten Teilen ähn- 
liche Abbildung der z- und Z-Ebene liefert. 

Das erweiterte Problem und zugleich das wichtigste 
in der Theorie der konformen Abbildung lautet: „Ge- 
geben sind zwei beliebig begrenzte Flächenstücke der 
z- und {-Ebene; man suche die Gleichung f(z,)=0, 
welche jedem Punkte des einen nur einen bestimmten 
Punkt des andern Flächenstückes zuordnet, sodaß auch 
jedem Punkte vom Umfange des einen ein bestimmter Punkt 
vom Umfange des andern Flächenstückes entspricht.“ 

Das Problem in dieser allgemeinen Form zu lösen, 
ist bis heute nicht gelungen. Man muß sich vielmehr 
damit begnügen, einfache Fälle herauszugreifen (z. B. 
den Fall, daß ein Flächenstück von einer Ellipse oder 
einem Quadrat begrenzt wird) und die Abbildungsaufgabe 
für diese speziellen Fälle vollständig durchzuführen. 

Auch die Durchführung spezieller Fälle ergibt 
Schwierigkeiten, denen die Analysis noch nicht ge- 
wachsen zu sein scheint, wie von Schwarz (cf. folgendes 
Literaturverzeichnis) hervorgehoben worden ist. Seit 
den Arbeiten von Schwarz und Christoffel trat eine 
Pause ein (1870—1894) und erst in neuester Zeit waren 
mehrere Autoren bemüht — namentlich Lindemann —, 
Ansätze zu schaffen, die für gewisse Klassen von Kurven 
Gültigkeit haben. 

Die in Frage stehende wichtigste Literatur ist 


folgende: 

1. Schwarz: „Über einige Abbildungsaufgaben“. Crelles J. 
Bd. 70, pag. 105, 1869. 

2.„Schwarz: „Rappresentazione di un ellisse sopra un eircolo“. 
. Annali di matematica S. II, Bd. III, pag. 166. 


or 


0) 


10. 


11: 


12. 


6 


Schwarz: „Über einen Grenzübergang dnrch alternierendes 
Verfahren“. Vierteljahrsschrift der naturforschenden Ge- 
sellschaft in Zürich Bd. 15, pag. 272. 

Christoffel: Annali di matematica S. II, Bd. I, 1867. 

Lindemann: „Über die konforme Abbildung ebener Flächen- 
stücke auf die Halbebene“. Sitzungsbericht der phys.- 
ökon. Gesellschaft zu Königsberg i. Pr. 1894. 

Lindemann: „Die Abbildung der Halbebene auf ein Polygon, 
das von Bögen konfokaler Kegelschnitte begrenzt wird“. 
Sitzungsber. d. math.-phys. Klasse der kgl. b. Akad. d. 
Wiss. 1895, Bd. XV, H. 2. 

Lindemann: „Die analytische Fortsetzung derjenigen Funk- 
tionen, welche das Innere eines Kegelschnitts auf die 
Halbebene abbilden“. Sitzungsber. d. math.-phys. Klasse 
der kgl. b. Akad. d. Wiss. 1896, Bd. XVI, H.3. 

Goettler: „Konforme Abbildung eines von konzentrischen 
gleichseitigen Hyperbeln oder gewissen Kurven nter Ord- 
nung begrenzten Flächenstückes auf den Einheitskreis“. 
Gekrönte Preisschr. der philos. Fak. der kgl. Universität 
München. 1897. 

Goettler: „Konforme Abbildung der Halbebene auf ein 
Flächenstück, welches von einer zirkularen Kurve dritter 
Ordnung oder einer bizirkularen Kurve vierter Ordnung 
begrenzt wird“. Sitzungsber. d. math.-phys. Klasse der 
kgl. b. Akad. d. Wiss. 1900, Bd. XXX, H.II 

Marc: „Konforme Abbildung eines von irregulären Hyperbeln 
nter Ordnung begrenzten Flächenstückes auf den Einheits- 
kreis“. Inaug.-Diss., München 1899. 

Perry: „Das Problem der konformen Abbildung für eine 
spezielle Kurve von der Ordnung 3 n“. Inaug.-Diss., 
München 1901. 

Perry: „Das Problem der konformen Abbildung etc.“ Fort- 
setzung. Sitzungsber. d. math.-phys. Klasse der kgl. b. 
Akad. d. Wiss. 1902, Bd. XXXII, H.1. 


Die Diskussion einer Reihe einfacher Abbildungs- 


aufgaben findet sich in dem vorzüglichen Werke: 


Holzmüller: Einführung in die Theorie der 
isogonalen Verwandtschaften. 
Wir werden im folgenden das Problem der kon- 


formen Abbildung für den Fall vollständig durchführen, 
daß das Flächenstück von einer speziellen Kurve der 
Ordnung 2 n begrenzt wird. 


S 1 
Ss . 
Untersuchung spezieller Kurven 2nter Ordnung. 


Die Gleichung einer Ellipse oder einer Hyperbel 
in Polarkoordinaten ist, wenn das Zentrum der Kurve 
im Koordinatenanfangspunkt liegt, 


& 
r? 


AB 8 — cos2y „ 
Sind 2a und 2b die Hauptachsen des Kegelschnittes, 
so ıst in Gleichung 1) 


a) für die Ellipse: 1 a 
= 

b) für die Hyperbel: & = an ; 
Aoene 


Verallgemeinern wir die Gleichung 1), indem wir 
setzen: 
2n & 


7 B—ecos2ngy 


2) 


so stellt uns diese Gleichung eine Kurve von der Ord- 
nung 2n dar, deren Gestalt und Eigenschaften wir so- 
fort untersuchen wollen. 

Setzt man die Entwicklung für cos2ny in die 
Gleichung 2) ein, nämlich 


2n 2n 2n.—2 . 2 
ec082nQ9 = 008 9— 0. | ©08 psin 


a ei ae p sin” -+:....+ 1)" sin", 


fe) 


so erhält man die Gleichung der Kurve 2) in recht- 
winkligen Koordinaten: 


2 2,ın 2n 2n 2n=2 9 
I ee N 


> 


+...) yo 
Hieraus ist ersichtlich, daß die Kurve von der 
Ordnung 2n ist, ebenso daß sie gegen beide Achsen 
symmetrisch liegt. 
Zur Diskussion der Kurve ist Gleichung 2) die 
geeignetere. 


It = 2 so ist cos2ng = cs2ık—= 1], 
wenn k = 1,2,3....2n ist; mithin ist dann 
2n P° 
Da Bet re, 4a) 
sk j = 
It y = Fu ist cos2np = coık = —], 
wenn k = 1,3,5. 4n — 1 ist, mithin 
Zelle; . . . 4b 
E E ) 


Nimmt g einen beliebigen andern Wert an, so liegt 
cos2ng immer zwischen — 1 und + 1 und folglich der 
zugehörige Wert von r zwischen r, und r,. Die Kurve 
besitzt also 2n Punkte, für welche der Radiusvektor 
ein Maximum, nämlich r, ist; die nach diesen Punkten 
gezogenen Radii-Vektores schließen gleiche Winkel, 


nämlich nr ein. 
Ferner besitzt die Kurve 2n Punkte, für welche 


der Radius-Vektor ein Minimum, nämlich r, ist; die 
nach diesen Punkten gezogenen Radii-Vektores schließen 


ebenfalls die gleichen Winkel = ein. 


Zeichnet man demnach zwei Kreise mit den Radien 
r, und r,, deren Zentrum der Nullpunkt ist, so verläuft 


%) 


die Kurve vollständig in dem von beiden Kreisen be- 
grenzten Ringe. (Die Reellität von r, und r, wird später 
behandelt werden.) 

Die Kurve 2) besitzt des weiteren 4n Wendepunkte; 
diese werden auf folgende Art ermittelt. Die Bedingung 
für einen Wendepunkt ist 

EN Bi 
dx’ Ä 


oder in Polarkoordinaten ausgerechnet: 


d r 2 d? r 
2+2 0. 
dp do 
Aus Gleichung 2) ergibt sich: 
dr @siın2ng Ns”. Ä 
= EEE A - = — ——— - sin2ng 
dy ne en) a 
und 
Dre On Dr, SR 
Ben — sin: 2n rear, 2ncos2n pP. 
dy? a? @ 


Diese Werte in obige Gleichung eingesetzt, ergeben: 
e@ +r"sin’2n o(L—2n)+2aen r"cos2n pp =. 


Diese Gleichung in Verbindung mit 2) gibt die 
Koordinaten der Wendepunkte. 


Es ist 
2n 
r — 
cos2ng = B ei 
x 
an 2 2n 2 
; r 1 — +2eßr —a 
sin2ny = — ( 8) B = 


4n 
16 


Setzt man diese Werte in die vorhergehende 
Gleichung ein, so erhält man 


Dil 2aß(n—]1) 
5 === ner 22 1 
; Bene 
ebenso 
2n — 1— 
cs2nyg = 


2 Bm 2) 
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Bezeiehnet man also die Koordinaten der Wende- 
punkte mit r' und ', so ist: 


2 _ı 2upn—ı) 2 A 5a) 
( 
1 


®—1)(2n —1) 
f2n—1— P#\ 

ee an, 

‘ Aus der ersten dieser beiden Gleichungen ist er- 

sichtlich, daß die Wendepunkte nur dann reell sind, wenn 

#®>1 und «$>0, oder wenn ®<1 und «aß <O ist. 

Da cosx = es (Ext2kn) wenn k = 1 2 

so ergibt die Gleichung 5b) 4n verschiedene Werte, 
nämlich 


>b) 


1 2n—- 1—P 
= — 2krn ar 
p 9, 2kn Zare cos an — 
wonk = 1172, 9, arecbleranea 


Die Gleichung 5a) sagt, daß alle Wendepunkte auf 
einem Kreise mit dem Radius r liegen. 

Die Kurve 2) besitzt ferner immer 2n reelle Brenn- 
punkte. Die Koordinaten derselben findet man, indem 
man die Bedingung aufstellt, dab die Gerade (x — x) 
+i(y—y) = 0 die gegebene Kurve berühren soll. 

Ist die Gleichung der Kurve U &, y) = Oszı 
die Gleichung der Tangente im Punkte x’ y der Kurve: 

OU U 
(x — x) Rn eu rn) a = 0, 
Transformiert man in Polarkoordinaten, so erhält man: 


i Kanı KR b, ,.. OU: us 
A. (reosp —rcosp) Fi cosp — FE. | 
RL IE KEN EFRERRIN.G, | 
+ (rsng—r sin p') . er sıng + A . Sr | —(. 
or Op r 


Transformiert man ebenso die Gleichung (x — x) 
+-ily-Yy) = 0, so. hat man 
B. (resp — reosp+i(rsng—rsinp) =D 
oder auch 


vl 


Hierzu tritt noch die Gleichung der Kurve, auf 

welcher ja der Berührungspunkt x‘, y' liegt: 
C. U—=0. 

Die drei Gleichungen A, B, C lassen die beiden 
Größen r' und % eliminieren; man erhält dann eine 
Gleichung zwischen r und 9, in der imaginäre Größen 
auftreten. Setzt man den reellen und den imaginären 
Teil einzeln gleich Null, so erhält man zwei Gleichungen, 
aus welchen man die Polarkoordinaten der Brennpunkte 
zu berechnen im stande ist. 

In unserem Falle haben wir in den drei Gleichungen 
A, B und C an Stelle von U = 0 die Gleichung unserer 
Kurve 2) zu setzen. Es ist also: 


Lern Te 0, 
8 — cos2ngp 
> & 
I en il 
ß— cos2ny { 
oU G van it 
Be 2nr 
U 2ensin2ny' nr EREEN: 
en, == N 2n 
Op (8 —cos2ny) a % 


Die drei Gleichungen A, B und C sind also in 
unserem Falle nach einiger Reduktion: 

A. (rcosp —r' cos y') (@ cos p — r'”" sin p' sin 2n Y') 
+ (rsing — r sing‘) (asin p' + r'”" cos y'sin2n ) —= 0, 
B. (resp — rcosy)+ti(rsng—rsingp) = 0, 
on 02 
= BEN ß — cos?2n p BR 


Mit Hilfe von B reduzieren wir A und erhalten: 


(@ cos ' — r'”" sing’ sin 2n g)) 
+i(esinp-+r”"cosysin?2ngy) = 0, 
oder auch: 
a (eos +ising') + r'”” sin 2n y (icosp' — sin p') — 0. 
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Da aber icosy — sing = i(cosp +ising) Ist, 
so ergibt sich: 
. ıD . 
D. «-+ir sn2ngp —=d. 


Schreibt man die Gleichung B in der Form 


1 ie’ 
else ie, 


und potenziert mit 2n, so erhält man 
E. Y (cos2np-isin2ng) 
— r”" (eos?2n p-+isin2ng). 


Aus C und D berechnen wir r' und g' und erhalten: 


cos2ng —isin2ng = ß, 
mithin auch 
2 1 
eos2ngy +isin2ng = en 
i 
oder 
Bol 
Cosa — 2 y+sl 
1 1 
sin2ng = 5 ; DE 
Mithin ist 
u) ER 
a 
Setzt man diese Werte in Gleichung E ein, so ist: 
2n Ein? 2 & 
r (ecs2ngp- isn2ng) — Be 


Trennt man nunmehr in dieser Gleichung die reellen 
und die imaginären Bestandteile, so ergibt sich: 


Tarr > cos2ngp —= rien 
IE "sın2ng=N%. 
Hieraus folgt: 
Auge kreuk a2 3 hi A 
kr 
pP = 5 


= 
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Deshalb ist cos2ng = eoskr = +1, für 
Be 24,0. en: 
und cos2ny = coskn = —1|, für 
k=1,5,9....(4n—1) 
und | 
er Der 
P—1 


Nennen wir die Polarkoordinaten der Brennpunkte 
Yo und Yo, So ist 
kr 


et Be NDR An, 69) 
2n E 
(—1) .2a 
In Pe 6b) 
er. > 10529 so ist rareellvsutikı 12,84, 
Bern, wäahrende, Ihapıinär wird für k —=1, 5, 
Den. (Anh), 


Ist dagegen # <1, «>60, so ist umgekehrt r, reell 
für die ungeraden k, dagegen imaginär für jedes gerade k. 

Mithin haben wir foleenden Satz: „Die Kurve (2) 
besitzt immer 2n reelle Brennpunkte, die auf einem 
Kreise mit dem Radius r, liegen und denselben in 2n 
gleiche Teile zerlegen.“ 

Weiterhin ist die Frage aufzuwerfen, ob die 
Kurve 2) Asymptoten besitz. Wir suchen also jene 
Werte von g, für welche r = © wird. 

Für r —= 09’1st aber 

B—cos2ny =. 
Diese Gleichung hat An Werte von g, nämlich 
ee | 2 kn E are cos ß I Pest.) 
% Zu. | j 

Diese Werte ven g sind aber nur reell, wenn  <1 
ist. In diesem Falle gibt es also 4n Richtungen, in 
denen man zu einem unendlich fernen reellen Punkt 
der Kurve 2) gelangen kann, d.h. 
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„Die 2n Asymptoten der Kurve 2) gehen vom 
Nullpunkte aus.“ 

Die Kurve besitzt nur 2n und nicht 4n Asym- 
ptoten, weil man in zwei entgegengesetzten Richtungen 
zu demselben unendlich fernen Punkte gelangt. 

Das Resultat unserer bisherigen Betrachtungen ist 
demnach folgendes: 

I. Die Kurve f" — 


& 


® leo ll- 
PO liegt zum Null 


punkt symmetrisch. Der Radiusvektor hat 2n Maxima, 


| 


die auf einem Kreise mit dem Radıus r, = u 


liegen und diesen in n gleiche Teile zerlegen. 
II. Der Radiusvektor besitzt 2n Minima, die auf 


2n 
& 
einem Kreise mit dem Radius rn, = en lieven 


und diesen in n gleiche Teile zerlegen. 
Ill. Die Kurve besitzt 4n Wendepunkte, welche 
Don 
( — 1)@n =D 
in symmetrischer Anordnung liegen. Im Fallen = 1 
gibt es keinen Wendepunkt. 


auf einem Kreise mit dem Radius r = 


IV. Die Kurve besitzt immer 2n reelle Brenn- 
punkte, die auf einem Kreise mit dem Radius 
2n 90 

Pe—1 


Io = - liegen und diesen in 2n gleiche Teile 


zerlegen. 

V. Die Kurve besitzt 2n Asymptoten, welche vom 
Mittelpunkte ausgehen. 

Betrachten wir noch die Reellität der eben ge- 
nannten ausgezeichneten Punkte und der Asymptoten, 
so ergibt sich ferner: 

VI e>0, $>]1l. r, ist reell, r, ist reell; die 
Wendepunkte sind reell; dagegen sind die Asymptoten 
nach Gleichung 7) imaginär. Vergleiche hierzu Figur 1, 
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insderselben istyn = 2a 1, 8—'2, sodaß: deren 


Gleichung lautet: 
1 


2 — cos4y 

Wil me er 0, ist teell,, vr, ist 
imaginär, da sich die Kurve ins Unendliche erstreckt 
und reelle Asymptoten vorhanden sind. Die Wende- 
punkte sind nach Gleichung 5a) imaginär. 

Vergleiche Figur 2; in derselben stn=2, ae =1, 

— !,, sodaß die Gleichung der Kurve lautet: 

1 . 

!,— c0s4y 


4 == 


T' 


rt! = 


MEET. a Ze ale 10 r, istreell, ir, ist 
imaginär, die Asymptoten sind reell, dagegen die Wende- 
punkte nach Gleichung 5b) imaginär, da in diesem 
Falle cos2ng>1 ist. Die Kurve unterscheidet sich 
von VII nur durch ihre Lage. 

IX. £&>6, 6 <—1. Die Kurve ist nach Glei- 
chung 2) imaginär. | 

X. In allen Fällen sind 2n reelle Brennpunkte 
vorhanden. 

Der Fall « <O braucht nicht untersucht zu werden, 
da man in der Gleichung 2) im Zähler und Nenner nur 
die Vorzeichen zu wechseln und analog wie oben zu 
verfahren hat. Die markanten Typen sind VI und VII, 
welche wir zeichnerisch dargestellt haben. 


S 2. 


Abbildung eines endlichen Flächenstückes. 


° 2n & 
Die. Kurven — 
ß— cos2ny 


geschlossen, wenn (efr. $1) «>0, $>1 ist. Wir 
betrachten hier diesen Fall. 
Setzt man 


ist im Endlichen 
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z =xH+tiy, 
y=xX-Iy, 
x=TrTco8p, y=[Lrsing, 
so ist 
i a 
zZ Bel, menean, 
d. h. 
2.41, 
n n 2n 
2. Ze 
Ferner ist 
2n 2n 20T —i.2ng Sru2n 
a ke sr )= 2r”cos2ng, 
oder 
2n 2n 
e Zu 
cn I nn 
2 ZUER 


Die Gleichung der Kurve 2) lautet also in den 

konjugiert-komplexen Variabeln z und z, 
Zr zT Oßz m en OD 

Das Innere der Kurve 8) der z-Ebene bilden wir 
konform auf die Halbebene Y >0 der Z-Ebene ab, 
wobei wir Z = X-+iY setzen, Jedem Punkterim 
Innern der Kurve 8) muß also ein einziger Punkt der 
positiven, von der X-Achse begrenzten Ebene ent- 
sprechen, während jedem Punkte des Randes der Kurve 8) 
ein Punkt der reellen Achse der Z-Ebene entspricht. 

Die Differentiation der Gleichung 8) ergibt: 
dz, 
az 


SER A = ae ßz") 9) 
Aus Gleichung 8) folgt aber: 
2 ga D- 2a 
ze = pe Ver —1)—2o. 
Deshalb ist auch 
po Haken 2 


BR zn — — 12" De een: 
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Wir können daher die Gleichung 9) auch schreiben: 


a a GENE 


era sa 22 = 


oder auch 


Z 


et nt 


10) 


en 0 az Ne dz 


Nach Gleichung 6) ist aber a, —y, fürk 
—= 2,4,... An. Deshalb kann man Gleichung 10) 
auch schreiben: 

AR, dz N re dz, 


== Se, 


2n 2n 2 7 
ee % dZ Vz a dZ 


Logarithmiert und differentiiert man (nach Schwarz) 


die Gleichung 10a), so hat man 


n—1 dz Ben dz d | dz | 
Bi. ge In ee 
ey n.e.dz., dzliaz| 
Dede .dz, Be d 7 dz, | 
A Bam 32.0002, Adzlrdz| 


Bezeichnet man die linke Seite dieser Gleichungen 


mit F (z,Z), so ist die rechte Seite F (z,Z), und man 
hat die wichtige Gleichung 


Be/ryeRZ7) 2...) 


Von dieser Funktion F (z,Z) ist folgendes zu be- 


merken: 


I. F(z,Z) ist eine eindeutige Funktion, da ja 


n eine ganze Zahl ist. 


II. F(z,Z) ist eine stetige Funktion, wenn die 


Betrachtung sich auf das Innere und den Rand des von 


der 


Kurve 2) resp. 8) begrenzten Flächenstückes be- 


schränkt. 


N. 2 
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II. Die Funktion F(z,Z) ist für reelle Werte 
von Z reell, so lange z und z, konjugiert - komplexe 
Größen sind, denn wenn z ein Punkt des Randes der 
Kurve 8) ist, so ist nach Gleichung 11) F (z,Z) reell, 
d. h. diese Funktion F (z,Z) ordnet jedem Punkte der 
Kurve 8) einen Punkt der reellen Achse der Z-Ebene zu. 

IV. Die Funktion F (z, Z) hat Pole in den Brenn- 
punkten der Kurve 2)!. Denkt man sich z als ein- 
deutige Funktion von Z, so gilt die Entwicklung, wenn 
dem Punkt z=r, der Punkt Z=Ü entsprechen soll, 


für el: 
zn na Ort 
+ 1 (Z— On 
und deshalb ist 
dz r {9} 2 
a7 +2nZ O3 Oz 
29, A Baer 
42 : ; 


Oz 
und = nn 


nn 
dZ 47 


Setzt man diese Werte für z,, 


F (z,Z) ein, so ergibt sich 


an! 
E' (7, Z) == n — 1 F dz = ae dz 
Z dZ z’—n daz 
Rn de 
a, 
dz 
n—1 dz net : 
ET en a 


— k+klr- OrE Ze oO 


zn, 
Be 4 “ r 2) 
) Ist nämlich z = r,, d. h. einer der Werte von 32 


1. 
80 ist Utz, 72) =. 
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine gewöhn- 
liche Potenzreihe von (Z—C), welche wir mit B (Z— ©) 
bezeichnen. 


Ebenso ist 
d’z 1 TER REN VE 
A Kir +22 —0O)-+... ln 
dZ 
Ferner ist nach Gleichung 12) 
a VAREL OD U 
Folglich ist 
mie eßn Mn“ nl2-OÜ-+::. 
ee dZ Be One 
% 1 
1 
+ k, Z-C)+... = 32-6) + PB(Z—C). 


Mithin hat man für F (z,Z) im Punkte z=1r, die 
Entwicklung: 


1 

N ro 
V. Die Funktion F(z,Z) hat ferner noch einen 
Pol ım Punkte z = 0, denn hier ist, wenn Z= A 


dem Punkte z = 0 entspricht: 


VEN VERDI NEEN 


7 : d 
nnd An 7 
u Ra TR 
Folglich ist 
De lirdr D, ze 
Z VA yı(2—A)+ Ar: 


a! 
en, 


Va A 


mithin ist auch 


E.(ziZ2, — PT HB) . 14) 


-lyı 


20 


Entsprechen den 2n Brennpunkten der Kurve 8) 
die Punkte: Zı= G,, i = 1l, 2,3, ... . 2nennas 
Punkte z = 0 der Punkt Z=A, so besitzt nach 15) 
und 14) die Funktion 

DL 


1 
A ee >, 


keinen Pol, d.h. sie ist überall endlich. 
Sind ferner A und A’, ebenso C; und C;' konju- 
giert-komplexe Zahlen, so ist die Funktion 
n 


: RL u ! 
Ne 


I 1 
Pen 


I 


4— 


einerseits überall endlich, eindeutig und stetig und 
andererseits für reelle Werte von Z reell, d. h. sie ordnet 
jedem Punkte des Randes des betrachteten Flächen- 
stücks einen Punkt der reellen Achse der Z-Ebene zu. 

Nach den Lehren der Funktionentheorie ist aber 
eine Funktion, die überall endlich, eindeutig und stetig 
ist, eine Konstante. Es besteht demnach die Gleichung 


® (2,2) — konst 


Um den Wert dieser Konstanten zu ermitteln, be- 
trachten wir den Punkt Z = ©o, dem irgend ein 
Punkt z = b der z-Ebene entsprechen wird. z ist 
als Funktion von Z analytisch dargestellt durch die 
Potenzreihe 


z,— bi LEN LI. +... 27] 


Umgekehrt ist 
1 
z = 4e-b)+dhe-bi+... Pe 


Also ist 


n—1 dz n—1 | Yı 27, u 
r79 3 er 
Z dZ b+2| 7) Z, 
ice 
Ferner 
nz  dz 
g 2n dz 
5 . 2n—1 
ran -— 1 —_—,, 
nn \ 7 Z x RT TEN 
ae I 72 Zi 
| 7 LE 
ul Türe 207 cor 
Ebenso ist 
ar Ren ns 
az’ sdz 4 —2 4° — 
AZ 
= — ak = (tür 40,00 
1 


dch. me DI, 2), N... 


Da aber ®(z,Z) eine Konstante ist, also überall 
denselben Wert hat, so haben wir die Gleichung 


DNAIZIRE SOFT wu) 
Setzen wir die expliziten Ausdrücke ein, so ist 


n—1 daz zz am dzi| 
2 VAR NA 


i=2n 
| m 1 1 1 
Z—A Z2—-A 22 Den NOAETEH Ne 
Die Gleichung 15a) ordnet jedem Punkte z einen 
Punkt Z zu, jedem Punkte der Kurve 2) aber einen 
reellen Punkt Z, d.h. einen Punkt der X-Achse.: 


22 


Die Gleichung 15a) gibt mithin die kon- 
forme Abbildung des Flächenstückes, welches: 
von der Kurve 2) begrenzt wird und in der 
z-Ebene liegt, auf die positive Halbebene (Y DO) 
der Z-Ebene. 

Schreiten wir nun zur Integration der Glei-, 
chung 15a). | 

Multipliziert man beide Seiten dieser Gleichung 
mit dZ und integriert dann, so folgt: 


\ 1 2n üz 2 
az Ze ta tl 
m 
Y [KZ—- O)+UZ— ON] IK. 


1.1 


at 


(n—1)!(Z—A) BR 


Hierbei ist Z!K die Integrationskonstante. Oder: 


—1 
Zz“ dz 


2 2n AR 
Yen dZ 


h ZA” (Z- Are 


VZEE 0) zZ OMZDZe ‚za 


Die weitere Integration liefert: 


(- zu zen 

Y?” N. Pe 

a | 07 = AI (Z + Aut 
Tr 


"2 0 dz d(z') 
Bao 
1a — yz" ee E 


Wir erhalten also als Resultat der Integration: 


er 1.08. 10 
wenn gesetzt wird 
L=e“ | 
ei Z-AN (ZA dZ 
VZ—-C)2Z— 0)... 2—0,)(2—6,,) | 
In der Gleichung 16) sind L und K die beiden 


Integrationskonstanten, U ist für n =1 ein elliptisches, 
für n >1 ein hyperelliptisches Integral. 

Die Abbildungsaufgabe für das Innere der Kurve 8) 
ist hiermit — bis auf die Konstantenbestimmung — 
vollständig gelöst. 

Soll das betrachtete Flächenstück auf einen Kreis 
der Ebene C&=&-+in— oe” abgebildet werden und 
zwar auf den Einheitskreis, d. h. den Kreis, dessen 
Radius = 1 und dessen Zentrum der Nullpunkt ist, so 
bildet man die Halbebene Y >0 der Z-Ebene auf das 
Innere des Einheitskreises der {-Ebene ab durch die 
bekannte Transformation 


17) 


er eu 
eu, EL) 
Nach Gleichung 18) ist 
21dd 
Mi 
ln 


Man erhält deshalb aus Gleichung 17) 
9 ar us ra ron 


7 2n r 
| Iia+9-5a-n1.ta+9-c/a-91)' 
1 
Entspricht dem Punkt Z = A der Punkt {= a, 
so ist 


U-- 
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und deshalb 


Entspricht ferner dem Punkte Z = GC, der Punkt 
Ü = c,, so ist 


und 


Dies ist in obige Gleichung einzusetzen, sodab man 
erhält: 


1=2n 


1] ya — 6) (1 e,) 


i=9n 


ie De een 
2 (1 al ae 


I Et -9A-8d 
il 
Das Resümee unserer Untersuchung ist demnach: 
„Das Innere der Kurve 8) wird konform auf das 
Innere des Einheitskreises der {-Ebene abgebildet durch 
die Gleichung: 


Ver" ZUR). — L.er"., 20) 


wenn U den Ausdruck der Gleichung 19) bedeutet und 
L und K die beiden Integrationskonstanten sind. Diese 
sind bestimmt, wenn wir zwei Punkten der einen Figur 
zwei Punkte der andern zuordnen.“ 
Es möge demnach 
a) dem Punkte z= 0 der Punkt{=0 entsprechen, 
b) dem Brennpunkt z = r,, der auf der reellen 
Achse liegt [efr. 6a) und 6b)], soll der Punkt 
© = oe auf der reellen Achse entsprechen. 
Da die Brennpunkte der Kurve 8) symmetrisch 
auf einem Kreise mit dem Radius r, und dem Zentrum 


19) 
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 z=( liegen, so werden!) die Bildpunkte derselben 
symmetrisch auf dem Kreise mit dem Radius o und dem 
Zentrum © = 0 liegen. 
Die Bilder der 2n Brennpunkte sind also die 
Punkte 


| ton 


oder auch 


AN EIERN 
In dem Integral der Gleichung 19) ist demnach 
a) die Konstante a= a = 0 (Bildpunkt des 
Punktes z=0), 


Br an, 
und deshalb 
C me 0 : a 


Es ist folglich 


Setzt man t=o".Ü, so ergibt sich: 
rer | Bde 
i=2n Rs an n 2n ,2n 
m Ve U—cd) ano ee) 
el 


D) efr. Lindemann |. c. 


Dies ist das elliptische Integral I. Gattung mit 
dem Modul —,... Setzen wir zur Abkürzung 
4 


n n 


\ 2 dt 
eg ü 007 re En ar rote Fo SEE‘ ’ 
0 
so ändert die untere Grenze t=0 oder © = 0 nur die 


Integrationskonstanten der Gleichung 20), welche nun- 
mehr folgende Form annimmt: 


W 


Ye+ Ze Zoe e 
In dieser Gleichung entsprechen sich nach obigem 
a) die Punkte z=0 und =; dies gibt uns zur 
Bestimmung der Konstanten L’ und K’ die Gleichung: 


ER EWR ur 
Hierbei ist: 

0 

m-(-- Sen ans; 
en) Ye ( — =) 
. 0 
Mithin ist: 
L = n/Vi 


b) Ferner entsprechen sich die Punkte z = r, und 
= oe; folglich hat man zur Bestimmung der Kon- 
stanten K’ die Gleichung: 


Hierbei ist 


we ij dt 


Ace: 


Es ist also 
a 1 = 1 ——— - ı 
Nez W, logie: nW, Br 
Vi 
Eder ica lı = u. oıet, 
Me re 
2 MW, 


Durch Einsetzen der Werte von L' und K' ın 
Gleichung 20a) ergibt sich: 


Ww nr 


n a k n Be ne 
aan = w, 2 
Vz’+ 2a — n/Vi.e san 20n 
Logarithmiert man beiderseits und geht zu ellip- 
tischen Funktioneu über, so läßt sich diese Gleichung 


auch schreiben: 


Be £ ‚na 
\ Bed 
t? 
dl 
0 
TE Din 2n dt 1 —- At 
17T t? nn 
Yo © 7 
Da nun 
J: Han“ NE a 
1\- 2) = — [ji are sın I—| — /ı 
% n To 


1 ER TI 
— — [are sın || — — 
n 12 2 


ist, so ergibt sich schlieblich: 


pn 
: (5 ee sin am Fri 2 | — dt. = he le sin u IC 2 20c) 


ee 


28 
1 
0 


Diese Gleichung gibt die Abbildung des Innern 
der Kurve 8) auf den Einheitskreis der {-Ebene und 
zwar so, daß die Punkte z=0 und ö=0 einander 
entsprechen, während die Bilder der 2n Brennpunkte 
symmetrisch auf einem Kreis mit dem Radius o um 
den Punkt {= 0 liegen (oe <]). 

Für n=1 ist die Gleichung 20c) identisch mit 
der von Schwarz 1. c. gegebenen Abbildungsgleichung 
der Ellipse. 
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Abbildung eines unendlichen Flächenstückes. 


Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, das Äußere der 
Kurve 8) konform auf die Halbebene Y >0 abzubilden. 
Das „Innere“ des betrachteten Flächenstückes liegt also 
jetzt außerhalb der Kurve 8). In diesem „Innern“ 
liegt jetzt kein Brennpunkt der Grenzkurve, dagegen 
liegt der Punkt z= © im Innern unserer Fläche. 

Wir gehen aus von der Gleichung 11) 

712, 20 102079 

Diese Funktion ist wiederum eindeutig und stetig 
und auch für reelle Werte von Z reell, solange Glei- 
chung 8) erfüllt ist, d.h. z und z, konjugiert-komplexe 
Zahlen sind. 

Die Funktion F (z,Z) wird aber unendlich für den 
Polz= ©. 


!) Will man einen Modul vermeiden, der größer als 1 ist, so 


“N 
setze man oben t = BE Es ergibt sich dann schließlich 


= Z n 
oe —sin | a, I sin e —ıq 
; Tr re To 


(Modul 0°"). 
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Entspricht nämlich diesem Punkt der Punkt Z=A, 
so ist z als Funktion von Z analytisch dargestellt durch 


re re a ll a ala A 


Mithin ist 


Ben ’ a 


INZRHL RER, 
gig 


+ 2-69 (Z—-A) +. 


Durch Einsetzen dieser Größen in F(z,Z) erhält 
man: 
rl 0 
2 dZ 


n—]1 rı 


— A 


Zı 


Ze m ray. eh 


2n—1 
1a dz 


ah a7 


0 


ee 


d : |- 2y(Z—-A) "+2... 
—y(Z-A)" +n+.:.. 


NE N LE 


Z—A 
Mithin ist fir Z=A, z =, F(z,2) dargestellt 
durch: 


e n 1 n Be a 
A 
1 
Be. 
EN AN ) 


1 12 2 
Die Funktion F (z, A hat mithin im 


„Innern“ unseres Flächenstückes keinen Pol. 
Ist A’ zu A konjugiert-komplex, so hat die Funktion 


E 1 1 

® (2, Z) =R (Z, Z) ei EN = ZN 
folgende Eigenschaften: 

I. ®(z,Z) ist für reelle Z reell, d. h. sie ordnet 
jedem Punkte des Randes der Kurve 8) einen Punkt 
der reellen Achse der Z-Ebene zu. 

I. ®(z,Z) ist im ganzen betrachteten Gebiete 
überall eindeutig, endlich und stetig und folglich nach 
den Lehren der Funktionentheorie eine Konstante. Um 
den Wert dieser Konstanten zu ermitteln, betrachten 
wir wieder den Punkt Z= ©. Entspricht diesem der 
Punkt z=e, so ist z als Funktion von Z in der Nähe 
des Punktes z=c analytisch dargestellt durch die 
Gleichung: 


Yı Y2 73 
2— cc = Ze 
Zi 72 


Mithin ist 


d % = E3 
% = —y.Z 2922, 8,72 Ze 


Zr 
d?z Kun: MER, 
EEE EN EN urn 
Setzt man diese Werte für z dz d da 
, d 7 un d 72 ın 


den Ausdruck für F(z,Z) ein, so ist: 
Dead 2 
Z dZ 


Sl 


nz 222° — a} 


el tr Zr 
Se d'z Ne en Ne Zeven 
ed 7 eo ey Ze 


nz’ —-2n2°-... 
ll für: Ze 09 
d i | — 21.2 +6nZ4 +... 
dZ dZz u ET 
Ale tür 7, ==.00 


era, 7.) — 0 ,tür 7 00. 


Für das ganze betrachtete Gebiet gilt mithin, da 
® (z, Z) überall denselben Wert hat, die Gleichung: 


a0. in 1.25) 

Ausführlich geschrieben, lautet diese Gleichung: 
Er 12 da A da nd „dz 2% 
Z az zZ —rn" Zn Azul Zi 


rn 25.) 
Dee EN 


Die erste Integration ergibt, wenn man beiderseits 
mit dZ multipliziert: 
(n—1)/!z nn 2" — 1" )+ j 47) EHE 
—I(Z—-A)—-I(Z-A)+IK 
oder 
zii a K 
Va Ge 


Die zweite Integration ergibt sich auf folgende Art: 


| dz Sa, Da 
SZ aa N N A 


A 
Je 

Die vollständige Integration der Gleichung 25a) 
ergibt also: 


a ——— RR et 
jr 4 Der $ 26) 


Die Gleichung 26) leistet also die Abbildung des 
Äußern der Kurve 8) auf die Halbebene Y>O0. 

Von dieser gehen wir auf das Innere des Einheits- 
kreises der &-Ebene wieder über durch die Trans- 
formation 


Ist: &==.0. das -Bild des Punktes Z = Agogzr 


2 28.80, 181 


0 WE WERT HET ER: 
DE u Ru 
REIT 


sodaß sich ergibt: 


I ee Se 


Be) 


Die Konstante K ist nicht mehr willkürlich, da 
wir die Punkte z= © und {=0 zugeordnet haben. 
Für z= © ist aber die linke Seite der Gleichung 27) 
unendlich und zwar von der Ordnung 1, deshalb muß 
für {= 0 auch die rechte Seite der Gleichung unend- 
lich von derselben Ordnung 1 werden, d.h. 


I 


I solfür C== 0, 
Mithin ist 0 inodersK 2227. 

Setzen wir nun fest, dab dem Schnittpunkt der 
Kurve 8) mit der positiven X-Achse der Schnittpunkt 
des Einheitskreises mit der positiven £-Achse ent- 
sprechen soll, so ist auch die Konstante L festgelegt. 
Für den Schnittpunkt der Kurve 8) mit der X-Achse 
ee 0, dh z—=z=x Dies'in' Gleichung‘8) 
eingesetzt, gibt 


at ar xr 2e—) 
oder - 


[04 
xzez—= Y ee 
Für den Schnittpunkt des Einheitskreises mit der 


&-Achse ist {= +1. 
Setzt man also in Gleichung 27) 


2n 
& 
Pen u | 
=], 1 une" Ci, 


so muß die Gleichung befriedigt sein. 
Nach Gleichung 6b) ist aber 


Yo -/. ; 


deshalb ist L bestimmt aus folgender Gleichung: 


: | [04 & 2 a A —1, 
Wertl- ass 
N. 


3 


oder 


Wir haben mithin folgendes Resultat: Die Gleichung 


re 


liefert die konforme Abbildung des Äußern der Kurve 8) 
auf das Innere des Einheitskreises der [-Ebene, und 
zwar sind die Punkte 


a ind. leer) 
a ARE 
eV a 


einander zugeordnet. 

Hiermit ist das Problem der konformen Abbildung 
für das Innere und Äußere der Kurve 8) resp. 2) voll- 
ständig erledigt, wenn die Kurve 2) vollständig im 
Endlichen verläuft. 
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Abbildung eines hyperbolischen Astes der Kurve 2). 


Erstreckt sich die Kurve 2) ins Unendliche, so be- 
sitzt sienach $1 2n hyperbolische Äste, die zum Null- 
punkt symmetrisch liegen; es ist der Fall 

a ie a 

Es sind jetzt weitere analytische Hilfsmittel zur 
Abbildung nötig, da das Flächenstück im Punkte z= x 
Winkel besitzt, welche Unstetigkeiten hervorrufen. 

Wir betrachten das Innere eines Astes der Kurve 2). 
In diesem „Innern“ liegt ein Brennpunkt, das Flächen- 
stück besitzt ferner im Punkte z = © einen Winkel, 
dessen Größe durch den Winkel zweier aufeinanderfol- 
gender Asymptoten, zwischen denen der betrachtete 


39 


Ast liegt, im Punkte z= 0 gegeben ist; derselbe be- 


trage 9... 
Wir gehen von der Gleichung 10a) aus, welche 
lautet: 
Bl —1ı 
Zz dz Ra Fu} Ze dz, 
en 2 ae na 
Vz — dZ Vz, a ee dZz 
oder auch 
2n—2 en | 
zZ el DR Kl 29) 
zn Finn ri 2n Del 
Z ee To dz 2, Br ir To 4 d Yd 


Bezeichnen wir die linke Seite dieser Gleichung 
mit U,) die rechte Seite mit U,), so ist gemäß 
Gleiehung 29) (nach Schwarz) 

d? Ierrd 
47? 4 \dZ 


d? er 2 
a7 (! U) — er [a I U) — nm? U,) 30) 


Alan ._ FR U | — 2? Ua) 


Setzt man die Ausdrücke für U.) und U.) ein, so 
erhält man: 


d BA WR EN De 
—— (U.)) —— (2n —2) — En 5 —-2- = 
dZ Z z —n z 
Dzeez. 
En Wabe (nun -—2) z 
u] gl a ee IIND Bee ayEn 234 ik u) 
z an en T y un 2nN\2 y 
( To ) 
BUN gg? 
2 2 
—+ RE 
| d 2 y° 4m“ 4n—2 ' ı2 
— (Un) = (2n—2) - — + > —, 
laz (U | zZ (ga ER =. a) 
Ze An za 
Aa = SR ERTL 
Z — N 


d? dz 1 | d dz \ |? 2: ze 3 
ne aa \ iz) - > az ı iz) we | 
und ebenso | 
dl du) 1) Aldi rn 
en \ a) 2,0 \ ol eo Sr 
so geht Gleichung 30) über in 
naszer z' 2 sar2 Pass = 
Ss(zZ * Ze. 
(21 ) 2 | - 2 (z 2275 N 
= je 2 ”—1 Bar nn. 2, zu 
e 1 2 zZ, 2 (z, an. U ne 
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2n—1 m 


er an 


Haan a 
z z —n 
Die linke Seite der Gleichung 30) ist demnach: 
1" ze \? z\? nignı2 gr jen 
2 
zZ Z Z (Zr 


Hierbei ist zur Abkürzung gesetzt: 


dz nz ah u Oz a 


U.S.W, 


Führt man die Schwarzsche Funktion ein und 


bezeichnet diese mit S (z, Z), sodaß also 


Nennen wir für die folgende Rechnung die linke 
Seite dieser Gleichung G (z,Z) und mithin die rechte 
Seite G& (z,,Z), so können wir auch schreiben 

iz, zZ) ee ZZ): 

Die Funktion G (z, Z) ist zunächst für reelle Werte 
von Z reell, solange z ein Punkt der Kurve 2) ist, 
denn nur dann gilt Gleichung 31). 

Die Funktion G (z,Z) ist ferner überall eindeutig. 

Unendlich wird diese Funktion in dem im Innern 
des jetzt betrachteten Flächenstückes liegenden Brenn- 
punkte. Unstetig wird G (z,Z) im Punkte z= ©, da 


31) 
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dort eine Polygonsecke liegt. Diese beiden ausge- 
zeichneten Punkte wollen wir näher betrachten, um 
schließlich eine Funktion zu konstruieren, welche im 
betrachteten Gebiete überall endlich, eindeutig und 
stetig ist. 

Der im Innern gelegene Brennpunkt sei der Punkt 
Ze 70 Seins Bildeder) Punkt, 77 == 0. 

Wie früher, stellen wir z als Funktion von Z in 
der Nähe dieser Stelle analytisch dar durch die Gleichung: 


ae N Set lZ— OP 
Hieraus folgt: 


ee)... , . “er 
2 VA ml) 
2 NER Ed a Ba IR 
zZ mH2nZ—O)-+... ar 
folglich ist auch. S (z, 2) = B (Z —O). 
Ferner ist 
N Re 1,2 a 8 
rn] ra-0, 
2n—2 ’ 
Z zZ 


ee 


rer HZ O+.. au r2n ZN 


2n 2n—1 2n\2 
fc + 2ne (2 —-ÜC))-+...—n N 
2n 2n » . 
Dasaber aaa =urs ist.eso..ist 
2n—2 n 
7 


(Der ek 
HZ) An Ar)... 
ne ZEN N 
j ars 
Fr 2 2n ; Keen se 7 0) 
Ann (2 —C) Z—C 


wobei y eine Konstante bedeutet. 
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Wir erhalten also für,G (z, Z) im Brennpunkte die 


Darstellung: 
5) 1 d 2 
Gi2,/ıR gs "Zoo + +rrZ On. 2) 
ee 
Hier"ist" 0 — er na gesetzt. 


2n 


Macht man die Substitution t = Zr ee et 
so geht bekanntlich‘) unsere hyperbolische Kurve 8) m 
2nfach zählende Gerade der t-Ebene durch den Null- 
punkt über, welche den Winkel n%rr — d.h. den 
nfachen Winkel zweier  Asymptoten der Kurve 8) — 
einschließen. 

Ferner ist 


2n 


dt BL nz a IE ee — 1, 
—e-t=enz Aa zZ 
dz Ver er Vera ; 
REN d zZ On 
I (M)= ld) +1): 
dZ dZz Z 2 z nn 
2n-—-1l ' 
Na A DZ a 
Br ‘2 Vz2R. 1 as 
Es Vu 2n 
Z an 
d E en me; 
BR (2) = (in U Pen en en RE V 20 2»n 
dZ zZ zZ —Nn zZ —ıh 
d? zZ 
UM le) +a-)2 on 
a Z "+2 Zn 
ern 9 9 
a n Ge 
ei (n-—-1) TE 2 ee 
Ile ; 5, rege; 


ER SATTE 31: 
„2 u, Yo n (z" 2 Ch =}; 


’ cfr. Holzmüller 1. c. pag. 130 fr. 
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2 2 An—2 ‚2 
AZ 


2 
d „22 
Si nl > = nz Ei ne | 
2 
dz dz we LE En 
2 2n—2 ‚2 2 —1 n—1 r 
a Dr ZT ee az 3: 2 
ER I a 2 
en 2n en 2n V 2n Pa 
v4 Ze y4 zZ ei) Fa "0 
2n—2 » — 12 9 2 5n=2 2 
Sur Dr. '.z Am-)z “zZ ana 002, 
2n 2n V_.n 2n 2n 2n 3 
DIET zu er 


Mithin ist 


ed sm] = am - zen 
Aus n. gl AR nm ZARBR r 
ee 7 SAENENTSE 
Da /) = alz, 2) 

Setzen wir jetzt zur Deutlichkeit der Entwicklung 
n%= 5%, so haben wir, da der Winkel 9.r der 
t-Ebene von zwei Geraden im Punkte t = © begrenzt 
wird, nach dem Schwarzschen Satze!) die Entwicklung 

= WM) "mtnZ—AM+nlZ—A”+...| 338) 
Mithin ist 
a air -DU-Snt.:] 
Sy a A 
rd - 1 -I IHN) HY)nt:: 
Daher ist auch: 
ee 
ZA T—- Sr +...) 
Be eh ln Sn 
Ale 
Bar u. | ER +, Eee 33b) 
Folglich ist auch G (z,2) = S(t,z) in der Nähe 
des Punktes Z —= A dargestellt durch die Entwicklung 


I) cfr. Schwarz, Ges. Abh. Bd. II pag. 79. 
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1 — 3? 1 d 
7 een oo 5 BE 
G (z,Z) 5 VASEN A) 34) 
1—- 79 1 d 2 
an s zıytzzacaan 34a) 
Betrachten wir nun die Funktion: 
=) 1 Öö en T 
ji > | LER ee... 
ee RR; 1-0)  Zz—0 seen 
Be d, ENG 1 " VER 
71 —C, 2 (Z—-A% ZA’ 


hierbei bedeuten C und O,, d und d, konjugierte Zahlen. 
Diese Funktion %#(z,Z) ist im betrachteten Gebiete 
überall endlich, eindeutig und stetig und deshalb kon- 
stant. Um den Wert der Konstanten zu bestimmen, 
betrachten wir den Punkt Z = x, 

Entspricht diesem der Punkt z = b, so haben wir 
die analytische Darstellung: 


3 a 
ger pe AP = 24) 
Z x Z 
ee IR 
Z DZ» De 
2 67; 
Fa Ar £ 
Z Z 
Ir use 6yı 24 ys 
a z* m 


Hieraus ergibt sich 


7. e% 6 
Sn —— 72 arte 
EN yet 
Be 
za el 
u en + b? ; 72 { . 
2n—2 BREI LER YA 
PN: +20 2) +) 


; 1 2n 


wo bt 2nb IT rt 
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Er EN 
ee. 
d.h.6ZZ)=0fürzZ= m. . 35) 


Bölelich ist auch. # (2, 2).=.0 für Z =. 
Mithin ist im ganzen betrachteten Gebiete 
22) — 0 


oder auch: 
Der 21° nn. el 5 1 
2 Z 2 ern) 8 (Z—C) 
a Ö Be. 1 E Ö, PD, 1 a 
zZ —C 8 (Z—-C, Z—0C, 2 (Z—-A% Z—A 


Die Konstanten d, d, und d, C, C, und A sind 
nicht willkürlich, sondern drei Bedingungen unterworfen. 


Macht man nämlich die Transformation Z = ns 
so ist 
ee ae 
Dre rd 
Ger. drzur ah etz. du 
a7, da wWNdZ du dZ RR 
a2 =d’z°rdun „, dz, du du dzredu 
RAR dun.\dZt KardelerdZ OU ZN 
Mithin: 
zZ az 
=) - 
| d’z du)’, d’z Adlum,du dzrd’u > 2 
| du di7 man deze du a2 | dz du 
| du dZ 
3 ff&2 (du\®, du u) 1 7% 
2||dwW \dZ du az | da au 
du9d2 
Berücksichtigt man noch, daß 
r IR Ze EN 
2 RE a 


d’u 6 
az Da 
so Ist 
dz RN 
& € 2 
SI VAFAWE At EN — - = — 1 Saar 
du du | 


Folglich ist auch 
G iz, /) eu) 
Die Gleichung 36) geht dann über in 


G(z 5 1 1 12 ) 1 Be 4 
’ Fe ; BERELErT HR 2 4 
8 2-0) u ee u 8 2-0) u 
u u 
Öd Feng 1 1 
ee a er | 
u u u | 
Nun ist: 
A 
R Be ne u Ü 
——Ü 
u : 
30 HOUSE 
1 dr 875 BE % 
ne ua Een I Re; u 
u 


(6% 
el ln... 


Die rechte Seite der Gleichung 37) geht also über in: 


A een, hr + 
Boa u | u’ uw 
ä Sl 2 
++... |+ + u 3 Oa 
u 8 [u u 


Beh aerre.., al 
4C?u+...1+60, ATARE ER = +-0°’+...|+ 
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1 2.98 2, 
= 4 te +3 R ++... + 


N, 1 
, ee: era 


1 3 1m 
| C+ 04443 + — 


1 3 3 
lbar+a Grm C SE C+ a wa 


+0 Ban +24 02H 


| vo| ©» 


ni; 2] +ulac+o Od A 


vo| co 


> +2(1—n 3) x) > 


Da durch die Transformation Z _. die Halb- 
ebene der Z-Ebene in die Halbebene der u-Ebene 


übergeht, so können durch diese Transformation neue 
Pole nicht hervorgerufen werden, d.h. die rechte Seite 
der Gleichung 37) muß für u = 0 endlich bleiben'). 
Dies ist aber der Fall, wenn folgende drei Gleichungen 
erfüllt sind: 


1. 874+d='0 


2RN9. 93 
IT. 0: AA = ig 
2 2 2 3 \ 38) 
FILE TA er 
1— 2? 9 
> A—0 


Die Integration der Gleichung 36) können wir ın 
folgender Weise bewerkstelligen. 

Durch die Substitution t = z® + Vz?®» — pi” geht 
36) über in folgende: 


N efr. Lindemann |. c. 


NE 1 dr, 
a ar ia Vizzote Gern 
6, 1— nm 3% 1 d 
GE en. 


Lassen wir dem Brennpunkt, der im Innern des 
Flächenstückes liegt, den Punkt Z=Ü = i entsprechen, 
so ist C&, = —i. Nehmen wir ferner Z=A=%, 
ist nach Lindemann!) die Gleichung 39) vollständig inte- 
griert durch 

| K,t+R, 


ea N Vz? n% t 
en (Z+-V/2-+1) 40) 


Ks K 
Die Integrationskonstanten’) ——- ” und — 


RER, Ka 


stimmen sich in folgender Weise: 
I. Es entsprechen sich nach obiger Festsetzung 
dies Punkte z= r, und 7= 2 


/ B . n 
Da t = z" + Vz?" — ry” ist, so erhält man: 


Kn+K, _ 0 4m 
K,n +K, 
Il. Ferner entsprechen einander die Punkte z= 
und Z=n. Folglich ist 


K, = 0... ee 
III. Da bei der Transformation v = Kae 
K, K, 
die Konstante en lediglich eine Koordinatenverschie- 
4 


bung gibt, so ist E beliebig?). 


!) cfr. Lindemann, Sitzungsber. d. K. b. Ak. d. W. Bd. XXV, 
H.11,'8.237 

?) Man hat 3 Integrationskonstanten, da die Gleichung 36) 
dritter Ordnung ist. 

®) Es entspricht dies dem Umstand, daß wir durch die Schwarz- 
sche Funktion, welche für Koordinatenverschiebung invariant ist, 
den dritten Differentialquotienten eingeführt haben. 


NY 
Wir setzen deshalb K, = 0 und haben En GEL 


KY oe 


Die Gleichung 40) geht deshalb über in folgende: 


en in 2) 


1 a| at) = Z+ 2 +1} 42 a) 


Geht man weiterhin noch durch die Transformation 
1+{ 
1-t 


auf das Innere des Einheitskreises der {-Ebene über, 


Zr 


so ergibt sich, da 
Bil, er Ve 


Dee 7a2 1, — ER ik 
+ Fe 1 we 

a Be Ze 

We 

Keep 


ist, die 'Transformationsgleichung: 
n I vg in n on 2n 
ni ee 22 1.22. —r . 42 
He I Z y® B 42b) 


Hierbei entsprechen sich die Punkte: 


eeundecz— U, 
Zeeeund G=-r]1. 


Bei der Abbildung des Äußern eines hyper- 
bolischen Astes liegen (2n — 1) Brennpunkte im be- 
trachteten Gebiete, während der Winkel im Punkte 
z = ©© nunmehr nr (2 — .$) beträgt. 

Wendet man die Gleichungen 31) bis 35) auf diesen 
Fall an, so ergibt sich ohne weiteres die Entwicklung 
der Funktion G (z, Z) in den Brennpunkten und an der 
Ecke z= =. 

Im betrachteten Gebiete liegt aber jetzt auch der 
Punkt z = 0, welcher ein Pol von G (z, Z) ist. 

Für z=0 haben wir, wenn Z=[T' dessen Bild 
ist, die Darstellung: 
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A A Ve. 
z = y1+2p»nlZ—-T)-+...., 
zZ ..— 24 Oel TE 
2 —=6y,+2%W4y,(Z—-T)+.... 
Mithin ist | 
sSz,2)=®B(Z2-T), 
1 = -5 1 o 


nn N re Be ee Er er ke) s 
ne 2 '(Zry za 
pv (Z B' LE) 
a z'? s 
; 2ın 2nıg =; B(Z =: 2; 
Cr; 
Asch: 
®?—] I 
Ben a 
eh 
DEM ge 
errra-n | 
Die Abbildungsgleichung ist deshalb: 
5) 2n 9:n — 
n?—1 Zar DT RT Are 
S REN a r | | - 35 ee 
( ’ ) 2 Z 2 ba )? 
— a NE \ 5) ' 
Be UBER wahl di 
> 8 (2-0% "2-6 "8 2-67  z-C 
45) 
2 1 Ale: d Bar 1 
2 (Z—-A” ZA 2 (Z—-T) 
DEM Me Yu ar RANDE g, 
Z1—T 2 (Z—T,) ZA —T, 


Hierbei sind C; und C;' konjugierte Zahlen, ebenso 
Lund I; ü.8s. w. 


Zwischen den Konstanten der rechten Seite bestehen 
die drei Gleichungen: 


1 On 
1. ua2 (Sr ee 
1 


= 


47 


NN - 


—1 f 
158 = GG +d4C)+d-A— gg. T— gf 


3 1—n?(2— 9) 
ES A 2n—1) + 5 


i=2n— 


1 2 i: a 
Ts ee Ar nr (C 


1 4 al 
m NEHT)0.46) 


Die allgemeine Integration der Gleichung 45) gelingt 
nur durch Reihenentwicklung — eine Folge der Un- 
symmetrie des in Frage stehenden Flächenstückes —, 
während die Konstantenbestimmung von der Lösung 
transzendenter Gleichungen abhängt. 

Bür n = list ı =], und wir haben wieder: die 
Gleichung wie für das Innere eines Hyberbelastes, 
nur tritt 2—%9 an Stelle von 9. Die Integration ist 
also, wenn wir auf den Einheitskreis der {- Ebene 


übergehen: 
t-E VE De 1 RE 
3 = Varzrr 3 
| a! VE r, (z ZI=uN To ) 47) 
SA 
Abbildung eines von mehreren Ästen begrenzten 
Flächenstückes. 


Im Innern des von der ganzen hyperbolischen 
Kurve 2) begrenzten Gebietes liegt kein Brennpunkt, 
wohl aber besitzt das Flächenstück im Punkte z = © 


2n Winkel von der Größe ey 


: 70. Setzen wir 
n 


1—n% 


— ß, so ist jeder Winkel $rr. Im Innern des 
n 


Flächenstückes liegt auch der Punkt z = 0. 
Durch Anwendung der Gleichungen 31), 34), 35) 
und 44) erhalten wir die Abbildungsgleichung: 


Z 2 ö (7 Rn 
yfizee A 
“Fra Zr Ta 


u 1 N er n?’—1 BE: NE 
2 (2—!T? Z-TIT (-n) zT = 


Die Bedingungsgleichungen für dıe Konstanten sind: 
i=2n 


3% > di—g—8ı — (0) 


Bl 


en 

I. (A Enden een 49) 
it 

I. S (d; A) + 2 x 2 (1 


i 


n? 6°) Aı — (n!— 1) (HG 


Wir integrieren Gleichung 48) firn=1;, m 
diesem Falle haben wir ein Flächenstück, das von den 


beiden Ästen einer gewöhnlichen Hyperbel begrenzt 
wird. Die Differentialgleichung lautet: 


2 u) 2 
N es | er, =; 3 ve 
+ : + 
(Z==-A,) Z—Ä:, ZB 
Die Gleichungen 49) ergeben: 
l.d,+d=0, 


Pr HA, +, A +1le RN, 
HR d; A» — d; AR —- (1 ——— ?) (A, — A,) = 0. 


Wir wählen A, =1; A, = —1 und erhalten 
1 — 1— 
ee N RE 
Setzen wir v=z+ Vz? — nr, so haben wir die 


Abbildungsgleichung: 


er, re 1.18 
NET er + | 
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1° i; 1 2 ll) 
Be 7 Sr 
Das Integral dieser Gleichung findet man auf dem 

eben zitierten Wege nach Lindemann: 
Zt 
Ze 


Die Konstante K, gibt nur eine Koordinaten- 
verschiebung der v-Ebene und kann K,=0 gesetzt 
werden. Lassen wir dem Punkte z=0 den Punkt 
ZA=T==i entsprechen, so ist 


i— 1)? 
Dauer 2 +) = 


en B 
24 ER, | | + K.. 


El, 
Baersile=r,.10, 


Folglich ist 
re le ie 3 
z+V2— nn? = ni | 4 30) 


Gehen wir wieder auf das Innere des Einheits- 
kreises der {-Ebene über, so ist 


r N ne 
ae Mur ee 
TC L=:6 
folglich 
Z—-1 _ it—1-i4+t - 6s+DE—) A a 10 
Z+1l il—-1+i—-T  (G-DE+D) ar 


Aus Gleichung 50) wird also: 


Bas 


ze — Ba hrye ea: 


) ale) 

Wir suchen ferner noch die Abbildungsgleichung 
für ein Flächenstück, das von o Ästen der hyperbolischen 
Kurve 2) gebildet wird. 

Dieses Flächenstück hat im Innern den Punkt z—=(), 
ferner im Punkte z = © o Winkel, deren Gröbe ß. . w 
sein soll. Im Innern liegen (2n — os) Brennpunkte, 
Bee Punk 2 - 0,011, 2, 53..22n 0, Zu 

N. 4 
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geordnet seien. Nach Obigem erhält man die Differen- 
tialgleichung der Abbildung: 


9 


2 2 2n 2n— 2 ‚2 
n?— 1 =) 3n n Z zZ 


2 (z en mar 


i=2n-o 1— zn 0 j 
di B) 1 di 
== E a, EN 2 e etz 


= 


S (2,2) — 


ar Se 1 ni 1 
+2| UA SR Ser (zZ = ) 


| 


But 31 
ner 


Zwischen den Konstanten bestehen die Relationen: 
i=2n-o 


IS (++ = dig -g—=0. 


i=2n-— 
een + > (di Ada + en) 
je 
r>=2n—o — 
Il: 2200.00 Ga = (di AP) —+ 
i-1 


2 2 (6 ++ = 2 [1 Br 12) A, 
wenn 


Schlufswort. 


Die vorliegenden Untersuchungen dürften nach 
zweierlei Richtung von Interesse sein. 

1. Trotzdem die betrachteten Kurven 2) aus den 
Kegelschnitten durch eine sehr einfache Transformation 
hervorgehen, stoßen die entsprechenden Abbildungs- 
probleme (im Gaubschen Sinne) auf bedeutende ana- 
lytische Schwierigkeiten, die im vorliegenden Falle teil- 
weise nur durch Anwendung der Schwarzschen Funk- 
tion und des Schwarzschen Satzes gelöst werden können. 

‚2. Ist die Kurve 2) im Endlichen geschlossen, so 
genügt die Anwendung einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, die vollständig lösbar ist ($2 und $3). 

Erstreckt sich aber die Kurve 2) ins Unendliche, 
so wachsen die analytischen Schwierigkeiten ganz enorm, 
trotzdem in der Gleichung 2) lediglich die Konstanten 
andere Vorzeichen angenommen haben. Man muß zur 
Schwarzschen Funktion und dem Schwarzschen Satz 
greifen, wobei die Abbildung auf eine Differential- 
gleichung dritter Ordnung zurückgeführt wird, deren 
Lösung nur in einer begrenzten Zahl von Fällen durch- 
führbar ist —, während die Aufgabe der konformen 
Abbildung für den Fall einer allgemeinen algebrai- 
schen Kurve bis heute die Kräfte der Analysis zu über- 
steigen scheint. 


Figuren. 


I: ar 
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Lebenslauf. 


Ich, Julius Nauenberg, bin am 17. April 1857 zu Berlin als 
Sohn des Kaufmanns Simon Nauenberg und seiner Ehefrau Friderike 
geb. Zander geboren. Ich bin Preuße und evangelischer Religion. 
Nachdem ich Ostern 1875 das Reifezeugnis des Fr. Werderschen Gym- 
nasii zu Berlin erlangt hatte, bezog ich die Universität Berlin, wo 
ich vom Jahre 1875—79 Mathematik und Physik studierte. Meine 
Lehrer waren hier die Professoren Kummer, Weierstraß, Wangerin, 
Frobenius, Helmholtz, G. Kirchhoff, Nietzsch und Kiepert. Nach 
Beendigung meiner Universitätsstudien wurde ich Lehrer der Mathe- 
matik an verschiedenen Privatanstalten Berlins, beschäftigte mich 
aber daneben mit dem Studium der Differentialgleichungen nach 
Schlesinger, der Funktionentheorie, besonders der elliptischen In- 
tegrale und Thetafunktionen nach Durege und Schellbach, und der 
konformen Abbildungen, wobei mir die Abhandlungen von Schwarz 
und Lindemann, sowie das Buch Holzmüllers über die isogonalen 


Verwandtschaften Anregung zu eigenem Schaffen gaben. 
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